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Résumé. Soient g une algèbre de Lie résoluble et Q un idéal premier (adg)-stable 
de l'algèbre symétrique S(g) de g. Si i? est l'ensemble des éléments non nuls de S(0) /Q 
qui sont vecteurs propres pour l'action adjointe de g dans S{q)/Q, l'algèbre localisée 
( S(£()/Q) ^ a une structure naturelle d'algèbre de Poisson. On étudie ici cette algèbre. 

Introduction 

Soient k un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle, 
g une k-algèbre de Lie résoluble, U(g) son algèbre enveloppante, et S(0 son 
algèbre symétrique. On note SpecU(g) l'ensemble des idéaux premiers de U(g) 
et Spec 8(0)0 l'ensemble des idéaux premiers adg-stables de 8(0). Il existe une 
bijection canonique (3 de Spec 8(0)^ sur 8pecU(0), appelée la bijection de Dix- 
mier relative à 0. 

Soient P G SpecU(0) et F l'ensemble des éléments non nuls de A{P) = 
\][q)/P qui sont vecteurs propres pour l'action adjointe de dans A{P). Alors 
F permet un calcul de fractions dans A{P). L'algèbre associative A{P)f a été 
étudiée par J.C. McConnell dans plusieurs articles. 

Soient maintenant Q S SpecS(0)s et B[Q) — S(0)/Q. Notons E l'ensemble 
des vecteurs propres non nuls pour la représentation adjointe de dans B{Q). 
Alors B{Q)e a une structure naturelle d'algèbre de Poisson. Nous étudions ici 
cette algèbre de Poisson. 

Supposons que P G SpecU(0) et Q e SpecS(0)s vérifient P = (3{Q). Les 
résultats que l'on obtient pour l'algèbre de Poisson B{Q) e sont plus que voisins 
de ceux obtenus par J.C. McConnell pour l'algèbre associative A{P)f- D'autre 
part, les preuves données ici suivent de très près celles de McConnell car, pour 
l'instant il ne semble exister aucun résultat reliant la structure de Poisson de 
B{Q)e et la structure de l'algèbre associative A{P)f- 



1 Notations 

1.1 Soit A un anneau commutatif intègre. On note FractA le corps des 
fractions de A. 

On dit qu'une partie S àe A permet un calcul de fractions dans A si elle 
vérifie les deux conditions suivantes : 
(i) 1 G S" et ^ S*. 
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(il) Le produit de deux cléments de S appartient à S. 

Si elles sont réalisées, l'cnscnible des éléments de Fract A qui s'écrivent as~^, 
avec a E A et s Çz S, est un sous-anneau de FractA. On le note As, et on dit 
que c'est le localisé de A par S. S'il existe un élément non nul e de ^4 tel que 
S = {e" ; n e N}, on écrit A^ pour As- 

1.2 Dans toute la suite, k est un corps commutatif de caractéristique nulle. 
Tous les espaces vectoriels et algèbres considérés sont définis sur k. 

Soit V un espace vectoriel. On note L{V) l'algèbre des endomorphismes de 
V et idv l'application identique de V. Si V est de dimension finie, si B est une 
base de V, et si u e L(V), on désigne par Ma,t{u,B) la matrice de u dans la 
base B. 

Si K est une extension de k, on désigne par deg tr^ K le degré de transcen- 
dance de K sur k. 

2 Généralités 

2.1 Définition. On appelle algèbre de Poisson, ou P-algèbre, une k-algèbre 
commutative, associative et unitaire A munie d'une application bilinéaire al- 
ternée 

AxA~^A, {p,q)^{p,q}, 

appelée crochet de Poisson sur A, et vérifiant, pour tous p,q,r G A, les condi- 
tions suivantes : 

(i) {p, {<z, r}} + {q, {r,p}} + {r, {p, q}] = 0. 

(ii) {pq, r} = {p, r}q + r} . 

2.2 Soient ^ et iî des P-algcbres. 

On a {X,p} = pour tout A G k et tout p G A. D'autre part, munie du 
crochet {.,.}, A est une k-algèbre de Lie. 

Une application f: A ^ B est appelée un homomorphismc de P-algcbres si 
c'est un homomorphisme des algèbres associatives sous-jacentes k A et B, et si 

fi{p,q}) = {.fip),fiq)} 

pour tous p,q € A. On définit de manière évidente la notion d'isomorphisme 
de P-algèbres, ainsi que les notions d'endomorphisme et d'automorphisme. 

2.3 Jusqu'en 2.8, A est une P-algèbre. 

Une partie B de A est appelée une P-sous-algèbre de A si c'est une sous- 
algèbre associative de A telle que {p. q} G B pour tous p,q G B. 

Soit C une partie de A. Le centralisateur Ya{C) de C dans A est l'ensemble 
des p £ A qui vérifient {p, q} = pour tout g G C. Il est immédiat que Yji{C) 
est une P-sous-algèbre de A. L'ensemble Ya{A), noté encore Y{A), est appelé 
le centre de A. On dit que A est commutative si Ya{A) — A. 

2.4 Une partie J de A est appelée un P-idéal de A si c'est un idéal de 
l'algèbre associative A et si {p, q} & J pour tout {p, q) G Ax J. On dit que A 
est une P-algèbre simple si ses seuls P-idéaux sont {0} et A. 
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Soient J lin P-idcal de A ci p —>■ p \a surjection canonique A A/J. Il 
est immédiat de vérifier que l'on munit A/J d'une structure de P-algèbre en 
convenant que {p, q} = {p, q} pour tous p,q & A. La P-algèbre ainsi obtenue 
est appelée la P-algèbre quotient de A par J. 

2.5 Une P-dérivation ^ de ^ est une dérivation de l'algèbre associative A 
telle que 

S{{p,q}) = {S{p),q} + {p,ô{q)} 

pour tous p,q A. 
Si a £ A, l'application 

da-. A^ A , p^ {a,p} 

est une P-dérivation de A. On dit que c'est la P-dérivation intérieure de A 
définie par a. 

2.6 Soient S une P-dérivation de A et X une indéterminée sur A. Il existe une 
et une seule structure de P-algèbre sur l'algèbre associative ^[-'f], qui prolonge 
la structure de P-algèbre de A, et telle que 

{X,p} = ô{p) 

pour tout p & A. La P-algèbre ainsi obtenue est notée As{X}. Si lî = 0, on 
écrit A{X} pour As{X}. 

Plus généralement, si B est une P-sous-algèbre de A, et si a; G Ya{B), on 
désigne par B{x} la P-sous-algèbre de A engendrée par B et x. 

2.7 Soient S une partie de A qui permet un calcul des fractions dans A et 

As l'algèbre associative localisée de A par S. Sur As, il existe une et une seule 
structure de P-algèbre prolongeant celle de A. Si p, q £ A et s,t £ S , on a : 

{ps-\qt-^} = {p,q}s-H-^ - {p,t}qs-h-^ - {q, sjps" + {s, ^Ims" V^. 

2.8 Soient A et B des P-algcbrcs. Il existe une et une seule structure de 
P-algèbre sur A (8)^-6, prolongeant celles de A et 5, et telle que {p, q} = pour 
tout {p, q) G Ax B. 

2.9 Proposition. Soient L une P-algèbre qui est un corps, S une P-dériva- 
tion non intérieure de L, et F = Ls{X}. 

(i) La P-algèbre F est simple. 

(ii) Le centre de la P-algèbre Fract F est l'ensemble des y € Y{L) qui vérifient 
S{y) = 0. 

Preuve. Si a G F, on note dcga son degré en X. 
(i) Supposons que F ne soit pas simple, et soit / un P-idéal de F, non nul 
et distinct de F. Soit n = minjdega ; a e 7\{0}}. On a / n k = {0} puisque 
I ^ F, donc n > 0. Comme L est un corps, il existe un élément a de / de la 
forme 

X" + a„_iX"-i + • • • + aiX + ao, 
avec ao, . . . , an-i G L. Si u G L, on a : 

{a, u} = nX"--'^S{u) -\- X"-i{a„_i, u} -\- b, 
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oiib G F vérifie deg b <n — 1. Comme {a, u} G I, il résulte du choix de a que 

{a,u} = 0, donc nô{u) + {a„_i,u} = 0. Par suite, ô = c^a„_i) ce qui est 

absurde. 

(ii) a) Soit a = X"^am + X"^~^am-i H h ciiX + Oq un élément central de 

F. Prouvons que a G Y{L) et que ô{a) = 0. On a : 

m 

= {X,a}=j:X^Ô{ai). 

De même, pour u Cz L : 

m m 

= {u,o} = E X'{u,ai} - E iX'-^ô{u)ai. 

i=0 i=l 

On en déduit que Um G Y{L) et que S{a„i) = 0. Quitte à remplacer a par aa~^, 
on peut donc supposer que = 1. Les relations précédentes montrent alors 
que mô{u) = {u,am-i} pour tout u G L. Comme ô n'est pas intérieure, on a 
ainsi m = 0. 

b) On va prouver qu'un élément central de Fracti^ est quotient de deux 
éléments centraux de F. On aura donc le résultat d'après ce qui précède. 

Soit a = bc~^ G y(Fract-F), avec b,c G F. On raisonne par récurrence sur 
a{a) = deg 5 + degc, le cas où a{a) = étant clair. Quitte à changer a en 
a~^, on peut supposer que deg 6 ^ degc. Ecrivons b = rc + s, avec r,s G F et 
deg s < degc. Si u G F, il vient : 

= {u, a} = {u, r} + {u, sc~^} = {u, r} + {u, s}c~^ — s{u, c}c~^. 

Par suite : 

(1) c^{u,r} + c{u,s} — s{u,c} = 0. 

Supposons u G L. Si {u,r} ^ 0, on obtient une contradiction d'après (1) car, 

deg (c^{m, r}) > deg (c{u, s} — s{u, c}). 

De même, si m = X on voit, pour la même raison, que {X, r} = 0. 

D'après ce qui précède, on a r G Y{F), et e = sc~^ appartient au centre de 
Fract_F. Comme a(e) = deg s + degc < a{a), l'hypothèse de récurrence montre 
que e = s'c'~^, avec s', c' G Y {F). Comme a = {rc' + s')c'~^, et que rc' + s', c' 
sont des éléments de Y {F), on a obtenu le résultat. □ 



3 Un exemple 

3.1 Soient n un entier positif ou nul et Xi, Yi, . . . , X„, Y^ des indéterminées 
sur k. Sur A = k[Xi, . . . , X„, Yi, . . . , y„], il existe une et une seule structure de 
P-algèbre telle que, pour 1 ^ i,j ^ n, on ait 

{Xi, Xj} = {Yi, Yj} = , {Xi, Yj} = Sij, 

011 Sij est le symbole de Kronecker. La P-algèbre ainsi obtenue est notée B„. 

Dans la suite, si a = {ii, . . . , i„) et /? = (ji, . . . , j„) sont des éléments de N", 
on note X"Y^ l'élément de A défini par : 

= xi'--- xt Y^' ■ ■ ■ y> . 
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3.2 Remarque. Soient V un k-espace vectoriel de dimension paire 2n et u) 
une forme bilinéaire alternée et non dégénérée sur V. Il existe une et une seule 
structure de P-algèbre sur l'algèbre symétrique S{V) de V telle que 

{u, w} = a;(ti, w) 

pour tous v,w Cz V. La P-algèbre ainsi obtenue est isomorphe à i?„. 



3.3 Soit Z une k-algèbrc associative et commutative, considérée comme une 
P-algèbre commutative. On désigne par Bn{Z) la P-algèbre Z®^Bn (voir 2.8). 
Tout élément a de Bn{Z) s'écrit uniquement sous la forme 

a,/3eN" 

OÙ les Xa,j3 sont des éléments de Z. Si 1 ^ i ^ n, on a : 
(2) {X,a} = -,{y.a} = - — . 



3.4 Lemme. Soit B = Bn{Z) comme précédemment. 

(i) Le centre de B est égal à Z . 

(ii) Tout V -idéal de B est engendré par son intersection avec Z. 

(iii) Plus généralement, si C est une P-algèbre, tout P-idéal de C ®k Bn est 
de la forme J ®t Bn, où J est un P-idéal de C. 

(iv) Soit ô une P -dérivation de B. Il existe b G B tel que ô' = ô — db vérifie : 

ô'\l B„ = , Ô'\Z (8> 1 = 5|Z (g) 1. 

Preuve, (i) C'est immédiat en utilisant les relations (2). 

(iii) Si a = (ii, . . . , î„) G N", posons |a| = ii + • • • + in, a! = ii! ■ • • et 
{dxr = idx^y'o.-.o{dxJ'". 

Soit a = A (g) Xi^Y" e B. Si + \u\ < \a\ + \f3\, il vient : 

{dx)''o{dYy'ia) = si{n,iy)^{p,a) 
(rfx)"o(d^)/3(a) = (-l)l'3la!/3!A si (/z, î/) = (/3, a). 

La caractéristique de k étant nulle, on en déduit immédiatement (iii). L'asser- 
tion (ii) en est un cas particulier. 

(iv) Comme Y{B) = Z, on a 6{Z) C Z. Pour a G Bn et z G Z, posons 
ô'{z a) = ô{z) (S> a. On vérifie facilement que ô' est une P-dérivation de B. 
On est donc ramené à prouver que, si ô est une P-dérivation de B telle que 
ô\Z = 0, alors S est intérieure. 

Si 1 < i < n, posons ô{Xi) = qi et ô{Yi) = —pi. D'après les relations de 3.1, 
il vient 

{ô{Xi), Xj} + {Xi, ô{Xj)} = {ô{Yi), Yj} + {Y,,6{Y,)} = 

= {ô{Xi),Yj} + {Xi,ô{Yj)}, 

soit : 

dqj_ _ dpi dpj_ _ dqi _ dpj^ _ 
dYj dYi ~ dXj dXi " dXj dYi ~ ' 
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Par suite, il existe b Ç B tel que, pour 1 < i < n, on ait : 

db db 

Si S' = d-b, il vient alors : 

'ô{Xi)=qi = ^^={Xi,b} = ô'{Xi), 
\s{Yi) = -Pi = = {Yi,b} = ô'iYi). 

D'où Ô = S'. □ 



3.5 Lemme. (i) Soient A une P-algèbre, B et C deux V -sous- algèbres per- 
mutables de A, engendrant A. On suppose qu'il existe un entier n tel que C 
soit isomorphe à Bn- Alors l'homomorphisme canonique de B<SikC dans A est 
un isomorphisme de V -algèbres. 

(ii) Soient X, Y des indéterminées sur A et A la V -dérivation de A{Y} telle 
que A(y) = 1, A\A = 0. La V- sous- algèbre de {A{Y})/\{X} engendrée par 
X et Y est isomorphe à Bi. L 'homomorphisme canonique de A 0i5 Bi dans 
[A{Y})^{X} est un isomorphisme de P-algèbres. 

Preuve, (i) Soit (p: B C — » A l'homomorphisme canonique. Comme 
{B, C} = {0}, c'est un homomorphisme de P-algèbres; son noyau est donc un 
P-idéal. 

Compte tenu de 3.4, tout P-idcal de S (g)k C est de la forme J ®k C, où J 
est un P-idéal de B. D'autre part, la restriction de (p k B est injective. On a 
donc kcY (fi = {0}. L'application tp étant surjective, on voit donc que c'est un 
isomorphisme de P-algèbres. 

(ii) Le premier point est clair. Le second est un cas particulier de (i). □ 



3.6 Lemme. Soient A une P-algèbre, 5 une V-dérivation localement nilpo- 
tente de A, et a un élément central de A tel que ô{a) = 1. On note B la 
P-algèbre quotient A/Aa et p ^ p la surjection canonique A ^ B. Soient Y 
une indéterminée et A la P-dérivation de B{Y} telle que A(y) = 1, A\B = 0. 
On définit x- A —i- B{Y} en posant, pour p € A : 

X{p) = E -^Y^. 

Alors X un isomorphisme de P-algèbres tel que 5 = x~^°^°X- On a 
X~^{Y) = a et, si p € A : 

X-\P) = E ^-^<5™(p)a". 

m^O "ITT- 

Preuve. On vérifie facilement que x°^ = et que x{pq) = xip)x{Q) 

pour p,q ^ A. D'autre part : 

{X{p),x{q)}= E -Jîl{(5-(p),5-(g)}r'"+". 
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En remarquant que : 



fe=0 \ 

on voit que {x(î'), x(<?)} = x{{PjQ})- Ainsi, x est un homomorphisme de P- 
algèbres. 

Soit rGA.Il vient : 

(_l\m ( — 1)'^ 

y; — ^5'"(ra)a™= V — '—(S"'{r)a + mô'"-'^{r))a'^ 



+ E ^ — -, — 5'"(r)a'"+^ =0 

On en déduit qu'il existe une unique application linéaire 9: B{Y} — > A telle 
que, pour p £ A et n Ç.N : 

On vérifie facilement que 9 est un homomorphisme de P-algèbres. Il vient : 

E 

m,n>Q ml n! 



&°X{P) = E — ^^(5-+"(p)a'"+" = p , x°^(i^) = X(a) = ^- 



De même : 



Xo9{p) = x( E ^-^s"\pW1 = E ^V'5"(<5"(p)«'")>^' 

= E ^—L^Ô''+r-{p)ô^{ar-)Y>'+' 

{-ly 



= E ^-f-m!5'=+'»(p)F'=+™=p. 
fe.m^o m!fc!m! 

On a donc obtenu le résultat. □ 



3.7 Remarque. Avec les hypothèses et notations de 3.6, il est immédiat que 
ker^ est une P-sous-algèbre de A qui est isomorphe à B. 

3.8 Lemme. Soit C une P-algèbre, A une P-sous-algèbre commutative de C, 
et L un sous-espace de dimension finie de C. On suppose vérifiées les conditions 
suivantes : 

a) Pour tout élément u de L, du induit une P -dérivation localement nilpotente 
de A et, si x, y e L, on a dxody\A = dyodx\A. 

b) L'ensemble des p G A vérifiant dx{p) = pour tout x G L est égal à k. 
Alors il existe un sous-espace de dimension finie V de A tel que : 

(i) A est isomorphe à l'algèbre symétrique S{V) de V (considérée comme 
P-algèbre commutative), et les seuls idéaux de SiV) stables par les dx, avec 
x&L, sont {0} et S{V). 

(ii) Pour tout x & L et tout v Ç:V, on a dx{v) G k. 
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Preuve. Si n e N*, notons An l'ensemble des cléments p de A tels que 
dx^o - ■ ■ odx„ [p] — pour tous xi, . . . ,Xn € L. On a ainsi Ai = k. Pour obtenir 
le résultat, on peut supposer A k. 

Soit pi e ^2\{0}. On a dx{pi) G k pour tout x & L, et il existe xi € L tel 
que dxi{pi) = 1. Posons B = kemdxi- D'après 3.6 et 3.7, les P-algèbres A et 
B{X} sont isomorphes. Si dimL = 1, on a B = k, et on a obtenu le résultat. 
Supposons dimi ^ 2, et raisonnons par récurrence sur la dimension de L. 

Soient x€Lety = x — dx{pi)xi. Il vient : 

dx{Pi) e k , dy{pi) = 0. 

D'autre part, dx\A et dy\A commutent puisque dx\A et dx^ \A commutent. Il en 
résulte que B = kerda;^ est stable par les dy, avec y G L', oh 

L' = {x- dx{pi)xi ; X € L}. 

Enfin, si y G L' , dy induit une dérivation localement nilpotente de B, et on a 
dim L' ^ dim L — 1. 

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe un sous-espace de dimension finie 
W de B vérifiant les conditions suivantes : 

(1) En tant que P-algèbres commutatives, B et S{W) sont isomorphes. 

(2) Pour 2/ G L' et w e VF, on a dy{w) G k. 

(3) Les seuls idéaux de S{W) stables par les dy, avec y G L' , sont {0} et 
S(iy). 

Or, si y = a; — dx{pi)x\, avec a; G L, on a dy{w) = dx{w) pour y G W. 
Par suite, dx {w) G k. En prenant V = W + kpi , on obtient alors facilement le 
résultat. □ 



3.9 Rappelons que Bi est la P-algèbre k[Xi,yi], avec {Xi,Yi} = 1. 

Lemme. On conserve les hypothèses et notations de 3.6. // existe un unique 
homomorphisme de P-algèbres x- As{X} B ®t Bi tel que 

x{x) = 1 ® xi , xW = E 

pour tout p G A. Cet homomorphisme est un isomorphisme, et on a 
X-\l^X,) = X , x'\l(S>Y,)=a, 

(—^ 
m^o ml 

pour tout p E A. 

Preuve. D'après 3.5 et 3.6, on a des isomorphismes de P-algèbres : 
As{X} ^ {B{Y})a{X} ^ b ®k B,. 



4 Algèbres de Lie et algèbres de Poisson 
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Soit X = X20X1- Alors 



X{X) = X2{X) = 1 Xi , x(a) = X2{Y) = 1 Fi, 




D'où le lemme. 



□ 



3.10 Avec les notations de 3.1, soient X = Xi ■ ■ ■ et S = {XP ;p € N}. 
Alors 5 est une partie de k[Xi, Yï, . . . , X„, Yn] qui permet un calcul de fractions. 
Dans la suite, on note B'^ la P-algcbre (Bn)s définie comme en 2.7. Si Z 
est une algèbre commmutative et associative, considérée comme une P-algèbre 
commutative, on désigne par B'^{Z) la P-algèbre Z (gjjj B'^. 

De même, la P-algèbre Fract B„ est notée F„ et, avec les notations précé- 
dentes, on pose Fn{Z) = Z ®^ 

4 Algèbres de Lie et algèbres de Poisson 

4.1 En ce qui concerne les rappels du paragraphe 4, le lecteur pourra se 
reporter à [2] et [11]. 

Soient i) une k-algèbre de Lie de dimension finie, U(ï)) son algèbre envelop- 
pante, et S(l)) son algèbre symétrique. 

Pour a; G (), on note (j{x) l'unique dérivation de S(f)) qui prolonge l'endomor- 
phisme y [xtU] de l'espace vectoriel f). Un idéal J de S(f)) est dit f)-stable ou 
f)-invariant si a{x){J) C J pour tout x G I). On désigne par S(())'' l'ensemble 
des éléments p de S(f)) tels que a{x){p) = pour tout a; G f). 

4.2 Soient (Un(f)))„>o filtration canonique de U(f)) et (S"(f)))^>Q la 
graduation canonique de S({)). On convient que U_i(^) = S~^(f)) = {0}. Si 

a G U„i([)) et & G U„(f)), on a a6 - 6a G Vm+n-i{i))- 

Soit n G N. Il existe un isomorphisme canonique d'espaces vectoriels : 



On définit une structure de P-algèbre sur S(f)) de la manière suivante : si 



p G S'"(f)), q G S"([)), et si p G \Jm{i)), q G U„(^) vérifient p = jm{p), q = jn{q), 



{p, q} = jm+n-i{pq - qp)- 

La structure de P-algèbre sur S(()) ainsi définie est dite canonique. Lorsque 
nous considérerons S([)) comme une P-algèbre, ce sera toujours au moyen de 
cette structure. 

4.3 Soient ce G f) et p G S(()). On a : 

{x,p] = C7{x){p). 

On en déduit qu'un idéal de S(t)) est un P-idéal si et seulement s'il est t)-stable. 
De même, le centre de la P-algèbre S(ï)) est S(ï))''. 



Jn ' 



(f))^S"(f)). 



on pose 
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Soit J un idéal [)-stablc de S(f)). D'après 2.4, S(^)/J est canoniquement muni 
d'une structure de P-algèbre. 

4.4 Soient n G N et f) l'algèbre de Lie de base {xi,yi, . . . , Xn, Un, z) avec 

[Xl-,yi] = ■■■ = [Xn,yn\ = Z, 

les autres crochets étant nuls ou s'en déduisant par antisymétrie. 

L'idéal S{i)){z - 1) est (j-stable. Les P-algèbres B„ et S(())/ S(())(z - 1) sont 
isomorphes. 

5 Centre et semi-centre 

5.1 Dans le paragraphe 5, le corps k est supposé algébriquement clos. Les 
notations qui suivent seront conservées dans toute la suite. 

5.2 Soient f) une algèbre de Lie et V un f)-module. 

Si A e f)*, on note Vx ou V\{1}) (resp. ou V^'^(f))) le sous-cspacc de V formé 
des vecteurs v qui vérifient, pour tout x G 0, x.v = X{x)v (rcsp. (x — A(a;)) .v = 
dès que n est assez grand). On a Va C V^, et la somme des V^, pour A G ï)*, 
est directe. On dit que A est une forme linéaire distinguée pour V (resp. un 
poids de V) si ^ {0} (resp. ^ {0}). 

On a le résultat suivant ([2], théorème 1.3.19). 

Proposition. On suppose ï) nilpotente et V de dimension finie. 

(i) V est la somme directe des V'^, pour A G g*. 

(ii) Pour tout X € q* , l'espace est i)-stable. 

(iii) Si X notons p{x) l'endomorphisme de V induit par x. Soit A G 

Il existe une base B de V'^ telle que, pour tout x Mat {p{x) — A(a;)idy,jB) 
soit triangulaire inférieure stricte. 

5.3 Dans la suite de ce travail, g est une k-algèbre de Lie résoluble de 
dimension finie et Q un idéal premier fl-stable de S (g). 

On mmiit B{Q,q) = B{Q) = S(0)/Q et L{Q,q) = L{Q) = FractB(g) de 
leurs structures canoniques de P-algèbres (voir 2.4, 2.7 et 4.3). Si a; G fl, eqix) 
est la P-dérivation de B{Q) ou de L{Q) déduite de adx. On note Y{Q,q) = 
Y{Q) (resp. D{Q,q) = D{Q)) le centre de la P-algèbre B{Q) (resp. L{Q)). 
Ainsi, Y{Q) (resp. D{Q)) est l'ensemble des a G B{Q) (resp. a G L{Q)) qui 
vérifient eQ{x){a) = pour tout x G 0. On en déduit que Y{Q) et D{Q) sont 
des P-algèbres commutativc». 

Soit A G fl*. Avec les notations de 5.2, im élément a de B{Q)x (resp. L{Q)x) 
est appelé un semi-invariant de B{Q) (resp. L{Q)). Si a est non nul, on dit que 
A est le poids de a (cela n'entraîne aucune confusion avec la terminologie de 
5.2). Si B{Q)x 7^ {0}, on dit que A est distinguée relativement à Q. 

On note E{Q,q) = E{Q) l'ensemble des semi-invariants non nuls de B{Q). 
Il est clair que E{Q) perme un calcul de fractions dans B{Q). 

On pose 



SY{Q,q) = SY{Q)= E B{Q)x, SD{Q,g) = SD{Q)= E HQ)x, 



5 Centre et semi-centre 
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et on dit que SY{Q) (resp. SD{Q)) est le semi-centre de B{Q) (rcsp. L{Q)). 
Les résultats de 5.4 à 5.7 sont démontrés dans la partie II de [9]. 

5.4 Lemme. (i) Soit I un idéal non nul de B{Q). Il existe X G Q* tel que 
InB{Q)^^{0}. 

(ii) Soient X G g* et a G L{Q)x- Il existe (x G Q* ,h G B{Q)x+fi, et c G B{Q)^ 
tels que a = bc~^. 

5.5 Posons 

A{Q,Q) = A(Q) = {A G 0* ; B{Q)x + {0}}, 
A'(Q,0) = A'(g) = {A € 0* ; L(Q)a ^ {0}}. 

D'après 5.4, h!{ff) est le sous-groupe additif de g* engendré par A(Q). On a 
ainsi 

n kerA= fl kerA. 

AeA(Q) AeA'(Q) 

5.6 Soit A e 0* tel que A([0, 0]) = {0}. Il existe un et un seul automorphisme 
T\ de l'algèbre 8(0) tel que t\{x) = x-\- X[x) pour tout a; G 0. 

Lemme. Soit A € 0* vérifiant A([0, 0]) = {0}, 0' = ker A, Q un idéal 'premier 
Q-stable de S{q), et Q' = Q H S{q'). On a Q = S{q)Q' si et seulement si 

Tx{Q) = Q. 

5.7 Lemme. Soient Q un idéal premier Q-stable de 8(0), A e 0*\{O} vérifiant 
L{Q)x ^ {0}, 0' le noyau de X, etQ' = Qn 8(0'). On a Q = 8(fl)Q'. 

5.8 Lemme. Soient q' un idéal de codimension 1 de q, Q un idéal premier 
Q-stable de ?>{q), et Q' = Qr\S{Q'), de sorte que L{Q',q') s'identifie à un sous- 
corps de L{Q,q). On suppose que Q est l'idéal de Q engendré par Q' . Soient 
A e 0* et a G B{Q,q)x. H existe b G D{Q,q) et c G B{Q,q)x n B{Q',q') tels 
que a = bc. 

Preuve. Soit x G 0\0'. On peut supposer que a est non nul, et on désigne 
par u — x^Un + .t"^^u„_i + • • • + un représentant de a dans 8(0), avec 

Uo,...,Un€ 8(0') et Un ^ Q' ■ 

Comme [0,0] C 0', si y G et p G N*, il vient {y,xP} G xP~^S{q'). On en 
déduit que, modulo Q, on a : 

X{y)u = X{y)x"un H h X{y)uQ = {y, u] 

= a;"{y, u„} + x"~'^Vn-i H \-vo, 

avec vo, . . . ,Vn-i G 8(0'). Par conséquent, modulo Q', on a {y,Un} = X{y)un- 
Soit c l'image de u„ dans B{Q',q'). Comme u„ ^ Q', on a c ^ 0. Par suite, 
ac~^ existe dans L{Q,q), et il est immédiat que ac~^ G D{Q,q), car a et c ont 
même poids A. □ 
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5.9 Lemme. Soient t) un idéal de g, Q un idéal premier g-stable de S{g), et 
R ~ Q n S(l)), de sorte que B{R, 1)) s'identifie à une sous-algèbre de B{Q,q). 
Si jjL est une forme linéaire sur (), distinguée relativement à R, il existe A G g*, 
distinguée relativement à Q, et prolongeant fi. 

Preuve. D'après les hypothèses, B{R, f)) est un sous-g-module de B{Q,g). 
Comme g est résoluble, [g, q] opère de manière localement nilpotente sur B{Q, g) 
et B{R,l)). 

Soient a G B{R, c B{Q,q), a; G g et y G f). Il vient 

SQiy)sQ{x)ia) = £Q{[y,x\){a) + SQ{x)£Q{y){a) 
= K[y^x]){a) + ii{y)eQ {x) (a) . 

D'après ce qui précède, on a A([y,a;]) = 0. Par suite, eQ{x){a) G i3(iî, f))^. 
Comme g opère de manière localement finie sur B{R, f))^ et que g est résoluble, 
on a obtenu le résultat. □ 



5.10 Proposition. Soit Q un idéal premier et g-stable de S(g). L'ensemble 
SY{Q,g) est une P -sous- algèbre commutative de B{Q,g). 

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension n de g, le résultat 
étant clair pour n ^ 1. Si toute forme linéaire sur g distinguée relativement à 
Q est nulle, on a SY{Q,q) = Y{Q,g), et le résultat est établi. Supposons qu'il 
existe A G g*\{0} et a G B{Q,q)\{0} vérifiant cQ(x)(a) = X{x)a pour tout 
X G g. Soient g' = ker A et Q' = g n S(g'). On a Q = S(g)g' (5.7). 

Soient ui, «2 G B{Q, g) des semi-invariants. D'après 5.8, il existe des éléments 
vi,V2 G D{Q,g) et wi,W2 G SY{Q',g') tels que ui = viwi et U2 = «2^2. 
Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, on a {^1,^2} = 0. Il vient alors 
{«1,^2} = 0. □ 



5.11 Lemme. Soient A une forme linéaire non nulle sur g, distinguée re- 
lativement à Q, g' le noyau de X, et Q' — Q (1 S(g'), de sorte que B{Q',g') 
s'identifie à une P -sous-algèbre de B{Q,g). 

(i) Soient x G g\g',. S la V -dérivation de B{Q' ,q') induite par x. et X une 
indéterminée. Les V -algèbres B{Q,q) et B[Q' ,q')s{X] , sont isomorphes. 

(ii) OnaSY{Q,g)ciB{Q\g'). 

Preuve, (i) Soit x l'image de x dans B{Q, g). Avec des notations évidentes 
notons 6 l'application 

B{Q',5')s{X} ^ B{Q,5) , ^ E^"«n. 

Il est immédiat que 9 est un homomorphisme surjectif de P-algèbres. Comme 
Q = S{q)Q' (5.6), on voit que 9 est bijectif. 

(ii) Notons encore ô la dérivation de L{Q',g') induite par adx. Si S est 
l'ensemble des éléments non nuls de B{Q',g'), on a B{Q,g)s = L{Q' ,g')s{X}. 
Prouvons que i5 n'est pas une dérivation intérieure de L{Q',g'). En effet, soit 
e G B(g, g);^\{0}. Si (5 = d„, avec u G L{Q',g'), on obtient 6{e) = {u,e} = 
(par définition de g'). Or, 5{e) = {X,e} = X{x)e ^ 0. D'où l'assertion. 



6 Formes linéaires distinguées 
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Soit a € B{Q,q)\{0} un semi-invariant de poids /i. D'après 5.8, il s'écrit 
a = hc. avec b G D{Q,q) et c G B{Q,g)^ n B{Q\q'). D'après ce qui précède et 
2.9, (ii), on a 6 G D{Q',q'). Ainsi, a G L{Q',q') D BiQ,Q) = B{Q',/). □ 

5.12 Dans la suite, si Q est un idéal premier ^-stable de S(fl), on pose : 

QQ= n kerA , Q = Qn5(gQ). 

AgA(Q) 

Comme [g, g] C Jq, si (xi, . . . ,2:^) est une base d'un supplémentaire de 
dans g, alors gg + kxi H + kxi est un idéal de g pour 1 < î < r. 

5.13 Théorème. Soient g «ne algèbre de Lie résoluble et Q un idéal premier 
Q-stable de S(g). 

(i) On a SY{Q,q) c SY{Q,qq) = Y{Q,qq). 

(ii) Soient (xi, . . . ,a;,.) une base d'un supplémentaire de'gg dans g. En notant 
ôi, 1 ^ i ^ r, la dérivation de B{Q,g) induite par Xi, alors les F-algèbres 
B{Q,g) et {■ ■ ■ {B{Q,qq)s^{X-i}) ■ ■ ■) g^{Xr} sont isomorphes. 

Preuve, (i) Le fait que SY{Q,q) C SY{Q,qq) se déduit facilement de 
5.11,(ii). 

Supposons qu'il existe une forme linéaire /i non nulle sur gg et distinguée 
relativement à Q. D'après 5.9, il existe A G g* distinguée relativement à Q, et 
prolongeant fi. On a alors gg C ker A, donc gg C gg fl ker A = ker /x. Ainsi, 
/X = 0. Contradiction. On a donc bien S'F(Q,gg) = Y{Q,Qq). 

(ii) On raisonne par récurrence sur la dimension de g, le cas où dimg = 
étant clair. On peut supposer que dim(g/gg) — r > 0. 

Soit (Al, . . . , A,.) une base de l'orthogonal de gg dans g* telle que l'on ait 
Xi{xj) = ôij pour 1 ^ i, j ^ r. Soient i) = ker A^ = gg + Ika;i + • • • + hxr-i et 
Q' = Qn S(t)). D'après 5.11, (i), les algèbres B{Q,q) et B{Q' ,i,)s^{Xr} sont 
isomorphes. On termine alors facilement d'après l'hypothèse de récurrence car, 
compte tenu de 5.9, on a i)Q' = gg. □ 



6 Formes linéaires distinguées 

6.1 On conserve les hypothèses et notations du paragraphe 5. 
Soit V un g-module de dimension finie n. Il possède une suite de Jordan- 
Hôlder, c'est-à-dire qu'il existe une suite de g-modules 

{0} = Vo C C • • • C K = 

vérifiant dimVi = i pour ^ i < n. D'autre part, si {V-)o^i^n est une 
autre suite de Jordan-Hôlder de V, il existe une permutation a de l'ensemble 
{1, 2, . . . , n} telle que les g-modules V^'/^-i soient isomorphes 

pour 1 ^ z ^ n. 

Chaque g-module Vi/Vi-i étant de dimension 1 s'identifie à une forme linéaire 
/ij sur g. On note ^(V, g) ou ^{V) l'ensemble {/xi, . . . ,/U„}. 
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Soient W un sous-module de V et (Wi)o^i^r une suite de Jordan-Hôlder de 
W. Il existe des sous-modules 

W ^Vr C ■■■ CVn 

tels que {Vi/W)r^i^n soit une suite de Jordan-Hôder de V/W. Alors 

{0} = WoC---(ZWr = W = VrC---CVn = V 

est une suite de Jordan-Hôlder de V. On en déduit que l'on a : 

(3) ^{W)C^{V) et ^{V/W)c^iV). 

6.2 Considérons g comme un g-module au moyen de la représentation ad- 
jointe, et fixons une suite 

{0} = 00 C 01 C • • • C f(m = f( 

d'idéaux de q formant une suite de Jordan-Hôlder de (on a donc dimg = m). 

Soit Xi G 0* la forme linéaire correspondant à fli/fli-i pour 1 ^ i ^ m. 

Soit B = {yi, . . . , Um) une base de telle que {yi,. . . , yi) soit une base de Qi 
pour 1 ^ z ^ n. On a ainsi 

[x,yi] G Xi{x)yi+gi-i 

pour 1 ^ z ^ m et tout a; G 0. 

Si = (z^i, . . . , Vm) € N™, on pose = î^i H bi^m, et on note y" l'élément 

de S(0) défini par 

y — y\ Ui ym ■ 

On définit un ordre total sur l'ensemble des monômes j/^ en convenant, 
avec des notations évidentes que y" < y" si l'une des conditions suivantes 
est réalisée : 

• ou \v'\ < 

• ou = et il existe i £ {1,2,..., m} tel que 

'^'m = '^m, ■ ■ ■ , l^'i+i = l^i+l et I^l < Vi. 

Si a; G et i/ = (i^i, . . . , Vm) G N"*, on a facilement 

{X,y"}= {vi\i{x)-\ VVrn^rn{x))y'' + V, 

OÙ V est une combinaison linéaire de termes y"' avec \v'\ = \v\ et y"' <y'' . 
Si n G N, avec les notations de 4.2, il est alors immédiat que 

^(S"(0)) cNAi + --- + NA„. 

Compte tenu de (3), on obtient alors facilement : 

Lemme. Soient Q un idéal g-stable de S{g) et V un g-module de dimension 
finie de S{g)/Q. On a : 

En particulier : 

K{Q) C NAi + • • • + NA„. 

6.3 Conservons les notations Ai, . . . , Am précédentes, et supposons que le 
plus grand idéal nilpotent n de soit commutatif. 



7 Une classe d'algèbres de Poisson 
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Soient A G 0*\{O}, x G fl\ker A, et y G fl\n. On a 

( ad a; - A(a;) idg ) (y) = [a;, y] - X{x)y. 

Comme A(a;) et [a;, y] G [g, q] C n, on déduit de ceci que y ^ (notation 
de 5.2). Il en résulte que, pour tout poids v de g, on a g'^ C n. 

Comme n est commutatif, on peut considérer n comme un ad(0/n)-module. 
L'algèbre de Lie g/n étant nilpotente, on peut appliquer 5.2. Il existe donc des 
formes linéaires deux à deux distinctes fii, . . . sur g telles que 

n = n'^i © • • • © n''= . 

D'autre part, pour 1 ^ i ^ s, on a [fl,n'''] C n^'. Enfin, il existe une base Bi 
de n^' telle que la matrice de ( adx — idg ) \n'^' soit triangulaire inférieure 
stricte. 

Soit B' = (eq4-i, . . . , Cm) la base de n obtenue par réimion des bases Bi. 
Complétons pour obtenir une base B = (ei, . . . ,6^) de q. Comme [g, g] C n, 
pour tout a; G 0, la matrice Mat(ada;, B) est de la forme 

/ \ 
[a{x) T{x))^ 

oh A{x) a dimn lignes et dim(0/n) colonnes, et où T{x) est carrée, triangulaire 
inférieure, et a dimn lignes. 

On déduit en particulier de ceci que tout élément non nul de ^ {q) est l'un 
des in et que l'on a le résultat suivant. 

Lemme. On suppose que le plus grand idéal nilpotent de g est commutatif. 
Si A est un élément non nul de ^{5), il existe y G fl\{0} tel que 

[x, y] = \{x)y 

pour tout a; G g. 

7 Une classe d'algèbres de Poisson 

7.1 Dans ce paragraphe, on ne suppose plus que k est algébriquement clos. 
Les notations qui suivent seront utilisées dans toute la suite. 

Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie n et S (F) l'algèbre symé- 
trique de V . On désigne par lj une forme bilinéaire alternée sur V et par G un 
sous-groupe libre de type fini du dual V* de V. Soit p = rg(G') le rang de G. Si 
g & G, Xg est la forme linéaire sur V correspondant à g. On note Ik[G] l'algèbre 
du groupe G, le noyau de w, V'^ l'orthogonal de G dans V , c'est-à-dire 

n kerAg, 

et V'^'^ le noyau de la restriction de a; à 

Soient Xi, . . . , X„, li, . . . , 1^ des indéterminées. Les algèbres associatives 
S(V) (8)ik lk[G] et k[Xi, . . . ,X„, Yi,yi"\ . . . , Yp,yp"^] sont isomorphes, et les 
unités de S(y) ©jj k[G] sont les éléments de la forme ^xg, avec \x G k\{0} et 
5 e G. 
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7.2 II existe une et une seule structure de P-algèbre sur S{V) (g)^ k[G\ telle 
que, pour v,iv € V et g, h G G, on ait : 

{v, w} = u}{v, w) , {g,h} = , {g, v} = Xg{v)g. 

La P-algcbrc ainsi obtenue est notée .^^{V.uj.G) ou ,'M{V,oj,G). On note 
St^(V') la P-sous-algèbre de â§{V, co, G) engendrée par V. Si l'on considère S(F'^) 
comme tme P-algèbre commutative, il est clair que les P-algèbres Sa,(V^) et 
Br (8>k SeV^), où 2r est le rang de w, sont isomorphes. 

7.3 Le résultat suivant est de démonstration immédiate. 

Proposition. Soient B une P-algèbre et U le groupe de ses unités. On 
désigne par x- ^ ^ B une application k-linéaire, et par ip: G ^ U un ho- 
momorphisme de groupes vérifiant les conditions suivantes : 

(i) {x(w), x(w')} = (-ij{v, v') pour tous v, v' S V . 

(ii) {i^ig), x('*')} = Xg{'f)'^{9) pour tout g G G et tout v gV. 

(iii) {ip{g), '4'{g')} = pour tous g, g' e G. 

Alors il existe un unique homomorphisme de V -algèbres 6: ^{V,u),G) B 
tel que 9\V = x et e\G = V». 

7.4 Soit \ V* . 1\ existe une et une seule dérivation Dx de l'algèbre 
associative S(y) telle que Dx{v) = X{v) pour tout v ÇiV. Cette dérivation est 
localement nilpotente. On peut donc définir expZ?^- Si 5 e G, on note ipg pour 
expr>A^. 

Lemme. (i) Soient g E G et r G S^^lV). Dire que ^g{r) — r signifie que 

(ii) On suppose que {XglV^ ; g £ G} engendre l'espace vectoriel (V^)*. Soit 
r G S(y'^)\k. // existe g e G tel que (fgir) ^ r. 

Preuve, (i) Soit V = keiAg. Si r G S(y), il est immédiat que </Jg(r) = r 
et {c/,r} = 0. Supposons r e S;^(V^)\ 8(1/')- H existe î; G F tel que \g(v) = 1, 
et on peut écrire 

r = v^'rn + «"-"Vn.i + h ro, 

avec n > 1, ro, . . . , r„ G S{V') et r„ 7^ 0. Il vient : 

{g, r} = g(nî;"- + (n - l)i'"-V„_2 + • • • + ri), 
fgir) = {v + l)"r„ + {v + l)""V„_i + • • • + {v+)ri + ro- 

On a donc (Pg{r) 7^ r et {g, r} =/= 0. 

(ii) Soient 51, . . . , g„ G G tels que {Xg^ [V^, . . . Ag„ |V^) soit une base de {V^)*, 
et soit {vi, . . . ,Vn) sa base duale dans V^. 

Pour î/i , . . . , G N et 1 ^ i < n, on a : 

<p« ■••<")= <^ •• • +ir •••<-• 

L'assertion en découle facilement. □ 



7 Une classe d'algèbres de Poisson 



17 



7.5 Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) La P -algèbre ,'^{V,lu,G) est simple. 

(ii) L'ensemble des r G S(V"'^) tels que ^g{r) ~ r pour tout g (z G est réduit 
à k. 

(iii) L'ensemble {XglV'^ig G G} engendre l'espace vectoriel {V^)* , ce qui 
signifie que V'^ DV^ = {0}. 

(iv) Les seuls idéaux J de SCV^) vérifiant <fig{J) C J pour tout g G G sont 
{0} etSiV^). 

Preuve, (i) (ii) Soit r e S(T^")\k vérifiant (pg{r) = r pour tout g G G. 
D'après 7.4, (i), r est un élément central non inversible de ^. Par suite, ^ n'est 
pas une P-algèbre simple. 

(ii) =^ (iii) Si r G V^, alors <Pg(r) = r + Xg{r) pour tout g G G. L'implication 
est donc claire. 

(iii) => (ii) Résulte de 7.4, (ii). 

(iii) ^ (iv) Soit J unidcal non nul de S{V'^) tel que fgiJ) C J pour tout 
g € G. Supposons J ^ S(F'^), et soit r G J de degré minimal m parmi les 
éléments non nuls de J. On a m > 1. D'après 7.4, (ii), il existe g G G tel que 
(Pg{r) ^ r. Le degré de r — <fig{r) étant strictement inférieur à celui d er, c'est 
absurde. 

(iv) (ii) Soit r G S(F'^)\{0} vérifiant (pg{r) = r pour tout g G G. Alors 
J = S{V'^)r est un idéal de S(F") tel que (pg{J) C J pour tout G G G. On en 
déduit que J = SÇV^), donc r est inversible dans S(y^). D'où r G k\{0}. 

(iii) (i) Soient vgV,uG Sa,(F)\{0}, et g G G. Il vient : 

{u, ug} = {{v, u} - Xg{v)u)g. 

Si Xg{v) 7^ 0, on a donc {v, ug} 7^ car, ou {v, u} = 0, ou le degré de {v, u} 
est strictement infcriciir à celui de u. 

Soit J un P-idéal non nul de ,9^. Tout élément non nul r de J s'écrit 

r = ngi H \-rsgs, 

avec ri,...,rs G Sl^{V) et gi,...,gs G G. Choisissons r de manière que s 
soit minimal et que le degré de ri soit minimal. On peut supposer que gi est 
l'élément neutre de G. 

On a ri G S(y"). En effet, sinon, il existe u G F tel que {v,ri} ^ et tel 
que le degré de {v,ri} soit strictement inférieur à celui de ri. Cela contredit le 
choix de r. 

Supposons r2 0. Alors g2 est distinct de l'élément neutre de G (d'après la 
minimalité de s). Soit v G V'\ker Agj. Il vient : 

s 

{v, r}=Y. {{v, n} - Xg, {v)ri)gi. 

Comme Xg^ (v) ^ 0, ceci contredit la minimalité de s d'après ce qui précède. 

On a donc r2 = et, on a ainsi prouvé que J n S(y^) 7^ {0}. 

Reprenons les notations de la preuve de 7.4, (ii). Pour G N et 

1 ^ i < n, on obtient : 
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On en déduit que les seuls idéaux de S{V") stables par les applications r — » 
g'Ha.r}, g G G, sont {0} et S^V^). Par conséquent, J n 8(1/"^) = S^V^) et 
J = M. □ 



7.6 Proposition. Soit SS = âê{V,uj,G) une V -algèbre simple. 

(i) Le centralisateur C de h[G] dans est Si^{V'^) ^ts^k[G]. 
(il) Le centre D de C est S^ÇV^'^) ®kk[G]. 

Preuve, (i) Il est immédiat que Sui{V'~^) (S^t k[G] C C. 
Soient W un supplémentaire de dans V . Il existe des éléments gi, . . . , g^ 
de G tels que (gi, . . . , p„) soit une base du dual W* de W. Soit {vi, . . . ,Vn) la 
base de W duale de la précédente. Un élément a de ^ s'écrit 

avec ii,...,i„€N et ai^^...^i^ G Su^iV^) 'E)kHG]. 
On a, par exemple : 

{9i,a}= E «W~^^^2^ •••<''fl'ian,...,i„- 

On voit donc que a G C si et seulement si a = ao,...,o, soit a € SuiV^) (g)kk[G]. 

(ii) Il existe une base {ui,v\, . . . ,Ur,Vr} d'un supplémentaire de V^" dans 
V'^ telle que 

= {Vi^Vj} = , {Ui,Vj} = Wy- 

pour 1 ^ i,j ^ r. En utilisant ceci, on obtient facilement le résultat. □ 



7.7 Si A est une k-algobre associative, on note d{A) sa dimension de; Gclfand- 
Kirillov (voir [3]). Rappelons que, si A est commutative, intègre, et de type fini, 
alors d(^) est le degré de transcendance sur k du corps des fractions de A. 

7.8 Proposition. Soit SS = âê{V,u), G) une V -algèbre simple comme en 7.2. 
On note rg(G) le rang de G, et on conserve les notations C et D de 7.6. Alors : 

(i) d{^{V,Lu,G)) = diml/ + rg(G). 

(ii) d(k[G]) =rg(G). 

(iii) d(G) =diml/G + rg(G). 

(iv) diD) = dim 1^'=''^ + rg(G). 

En particulier, les entiers rg(G), dimF, diml/*^ et dimy*^", ne dépendent 
que de ^ et non de sa présentation sous la forme ^{V, eu, G) . 

Preuve. Si (wi, . . . ,w„) est une base de V et {gi, . . . ,gr) une base du Z- 
module G, on a ^ = k[vi, . . . , Vn,gi,gï^, ■ ■ ■ ,gr, 5^^] en tant qu'algèbre asso- 
ciative. On en déduit immédiatement (i). Les autres assertions sont analogues 
compte tenu de 7.6. □ 

7.9 Soient xi, . . . ,Xn,yi, . ■ . ,yn des générateurs de la P-algèbre B„ (voir 
3.1) vérifiant 

{xi,Xj} = {yi,yj} = , {xi,yj} = % 

pour 1 < i, j < j. 
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On note B'^ la P-algèbre localisée de -B„ par les puissances de 

7.10 Proposition. Soit ^ = ^{V, u),G) une P-algèbre simple comme en 
7.2. 

(i) Si m est le rang de G et 2i celui de ui, SS est une sous-P -algèbre de la 
P-algèbre Bgi^k B'^. 

(il) Il existe une h-algèbre de Lie résoluble g et un idéal premier Q-stable Q de 
S{q) tels que £§ soit isomorphe à la P-algèbre [S{q)/Q) ^, où E est l'ensemble 
des semi-invariants non nuls de S{g)/Q. 

Preuve, (i) Fixons une base {xi,yi, . . . ,xe,ye,si, . . . ,St) de V telle que 
{si,. . . ,st) soit une base du noyau de w et telle que 

{xi,Xj} = {yi,yj} = , {xi,yj} = ôij 

pour 1 ^ i, j ^ n. 

Soit {gi, ■ ■ ■ , gm} une base du Z- module G. Il existe des scalaires Xji 
tels que 

{gj. x.,} = \j,gj , {gj,yi} = iijigj , {gj, Sp} = Ujtgj 

pour l^i^i, l^j^m, l^p^t. 
Ecrivons 

= k[Xi,Yi, Xi, Yi] , B'^ = k[Zi,Z^^, Ti, . . . , Z^, Z~^,Tm], 

avec 

{Xi,Xj} = {Yi,Yj} = , {Xi,Yj} = ôij, 

{Zp,Zq} = {Tp,Tq} = , {Zp,Tq} = Ôpg 

pour 1 ^ i,j ^ i et 1 ^ p,q ^ m. 
Définissons une application linéaire 

i i m 

x-.v ^j:kXi + j:kXi + j:kTi 

i=l i=l i=l 

en posant 

m mm 

X{xi) = Xi-\-Y^ XjiTj , xiVi) = yi+J2 l^jiTj , X{sp) = E ''jpTj 
j=l j=l j=l 

pour l^i^£etl^p^t. 

De même, soit ip: G ^ k[Zi,Z^^, . . . , Zm, Z~^] l'application g, — > Zi pour 
1 < i ^ m. 

Compte tenu de 7.3, ces applications se prolongent en un homomorphisme 
de P-algcbrcs Bg (g)k B'„^. On obtient alors l'assertion car, ^ étant simple, 
cet homomorphisme est injectif. 

(ii) Conservons le notations précédentes. Soit g l'algèbre de Lie de dimension 
2f + f + m + 1 définie par 

m 

Q = kw®V® Y.^9i, 

i=l 

avec 

[xi,Xj] = [yi,yj] = , [xi,yj] = ôijW , [gp,gq] = , [gp,v] = Xg^{v)gp 
pour 1 ^ i,j ^ £, 1 ^ p,q ^ m, et V G V. 
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Soit Q = S{g){w — 1). Alors Q est un idéal premier g-stable de S{q). Si l'on 
note l'image de gi dans S{g)/Q, alors E est le semi-groupe engendré par les 
gi, 1 ^ i ^ m. On voit alors que â§ et (S{g)/Q)^ sont isomorphes d'après 7.3 
et la simplicité de □ 



8 Un cas particulier 

8.1 Dans toute la suite, le corps k est supposé algébriquement clos. On 

reprend la notation B„ de 3.1. On dira que des éléments j/i, . . . , x„, y„ de 
Bn sont des générateurs de i?„ s'ils engendrent l'algèbre associative sous-jacente 
à Bn et si 

{xi,Xj} = {yi,yj} = , {xi,yj} = % 

pour 1 ^ î,j ^ n. 

8.2 Théorème. Soient i) une algèbre de Lie résoluble, g un idéal de [). et s 
une sous-algèbre de Lie de [} opérant sur g de manièire semi-simple. On désigne 
par Q un idéal premier de S (g) tel que {x, Q} C Q pour tout x G i), et on fait 
opérer () sur B{Q, g) au moyen de la représentation déduite de la représentation 
adjointe. On suppose que SY{Q,g) — Y{Q,g). Il existe e G i^(Q,0)\{O} et 
n S N vérifi,ant les conditions suivantes : 

il) L'algèbre Y{Q,g)e est de type fini. 

(ii) e est un vecteur propre pour l'action de f) dans B{Q,g). 

(iii) Les P -algèbres B{Q,g)e et Y{Q,g)e (^jj Bn sont isomorphes. 

(iv) On peut choisir des générateurs xi,yi,. . . , x„, yn de Bn C B{Q, g)^ qui 
soient des vecteurs propres pour l'action de s dans B{Q,g)e. 

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de g, le résultat étant 
évident pour dimg ^ 1. 

Soit g' un idéal de (), contenu dans g, et vérifiant dim(g/g') ~ 1. On pose 
Q' = Qn S{g'). L'image de S(g') dans B{Q,g) s'identifie à B{Q\g'). 

D'après 5.9, on a SY{Q',g') — Y{Q',g'). Compte tenu de l'hypothèse de 
récurrence, il existe n e N et e' e Y{Q',g') vecteur propre pour l'action de I), 
tels que 

B{Q',g%, =Y{Q',g%, 0kS„, 
et vérifiant les conditions suivantes : 

(i) L'algèbre Y{Q',g')ei est de type fini. 

(ii) La P-sous-algèbre S„ de B{Q',g')e' a des générateurs x\,y\, . . . ,Xn,yn 
qui sont vecteurs propres pour l'action de s dans B(Q' , g')^' . 

Soient z S g\g', z son image dans B{Q, g), et ô la P-dérivation de B{Q', g')e> 
induite par ad 2:. D'après les hypothèses, on peut supposer qu'il existe une 
forme linéaire sur s telle que [t, z] = 9{t)z pour tout i € s. La P-sous-algèbre 
Y{Q',g')e' de B{Q',g')e' est stable par ô, et la restriction de lî à Y{Q',g')e' est 
localement nilpotente puisque SY(Q,g) = Y{Q,g). 

a) Supposons ô{Y{Q',g')) = {0}, donc e' G Y{Q,g). D'après 3.4, (iv), il 
existe b € B{Q',g')f.i tel que 6 = db- Posons x = z — b. La. P-algèbre B{Q,g)^i 
est engendrée par x et B{Q',g')g/, et x commute à B{Q',g')g/. On a donc : 

B{Q,g),, = {B{Q',g%,){x}={Y{Q',g%,){x} 0m B„. 
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Il est immédiat que Y{Q,g)e' = {Y(Q' ,g')e'){x}, et que Y{Q,Q)e' est une 
algèbre de type fini. On a obtenu le résultat. 

b) Dans la suite, on suppose ô{Y{Q' ,g'}) non réduit à {0}. 

Soient u G Y{Q',q'), /i G f), et A la P-dérivation de B{Q',g') induite par 
a,dh. Il vient : 

A{ôiu)) = A{{z,u}) = {A{I),u} + {I,A{u)}. 

Comme [t),0'] C g', [t),0] C 0, que = fl' + kz, et que Y{Q',q') est le centre 
de B{Q',3'), on obtient A{ô{u)) G ô(Y{Q',0')). Ainsi, ô{Y{Q',g')) est un 
^-sous-module de Y{Q',q'). 

L'algèbre de Lie () étant résoluble, il existe v G S(Y(Q' , g')^\{0} vecteur 
propre pour l'action de t). Comme v est aussi vecteur propre pour l'action de 
0, on a t; G SY{Q, q) = Y{Q, g). Ainsi, S{v) = 0. 

Notons V l'ensemble des u G Y{Q',g') qui vérifient ô{u) G kv. Si u G V et 
/i G t), avec les notations précédentes, il vient : 

A{S{u)) = A({z, u}) = {A{I),u} + {z, A{u)} = {A(?), u} + S{A{u)). 

Pour les mêmes raisons que dans l'alinéa précédent, on voit alors que V est un 
f)-sous-module de Y{Q',g'). D'autre part, s opère de manière localement finie 
dans B{Q, g). On en déduit qu'il existe u gV, vecteur propre pour l'action de 
S, et tel que ô{u) = v. 

c) Soient v G ô{Y{Q',g'))\{0} comme dans le point b) et u G Y{Q',g') 
vecteur propre pour l'action de s et vérifiant S{u) = v. Posant y = uv~^, on a 
ô{y) = 1 car ô{v) = 0, et y est vecteur propre pour l'action de s. Notons enfin 
e = e'v. Il vient e G Y{Q',g'). 

D'après 3.4, (iv), il existe b G B{Q',g')e' tel que ô' = ô — db vérifie : 

S'il ® S„) = , Ô'\Y{Q', g%, 1 = Ô\Y{Q', g%, ® 1. 

Posons X = z — b. On a {x, y} ~ 1 et, les seuls P-idéaux de Bi étant {0} et Bi 
(3.4), la P-sous-algèbre de B{Q,g)e engendrée par x et y est isomorphe à Bi. 

Prouvons que l'on peut choisir b de sorte que x soit vecteur propre pour 
l'action de s. 

Si A G s*, notons Wx l'ensemble des u G B{Q',g')e' qui vérifient eQ'{t){u) = 
X{t)u pour tout t G s. D'après les hypothèses, il vient 

B{Q',g')e'= e Wx. 

Aes* 

Reprenons les notations xi, j/i, . . . , a;„, y„ du début de la preuve. Il existe 
HijVi G s* tels que Xi G Wx^ et yi G W^^ pour 1 ^ i ^ n. Rappelons d'autre 
part que z G Wg . 

Ecrivons 6 = 6i H \-br,o\ibi G W''<^.\{0}, et où <^i, . . . ,ipr sont des formes 

linéaires deux à deux distinctes sur s. Pour 1 < i ^ n, on a 

r r 

= {x,Xi] = {z,Xi] - Y.{bj,Xi] , = {x,yi] = {z,yi} - Y.{bj,yi]. 
D'autre part : 

{z,Xi} G We+Xi , {z,yi} G W0+^, , {bj,Xi} G W^^^+Xi , {bj,yi} G W^^+-^^. 
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Il est donc immédiat que l'on peut supposer que eQ'{t){b) = 0{t)h pour tout 
t € s ; on s'est ramené au cas où x est vecteur propre pour l'action de s. 

Ainsi, la P-sous- algèbre de B(Q,Q)e engendrée par x et y est isomorphe à 
Bi, et x,y sont vecteurs propres pour l'action de s. 

d) D'après 3.9, {Y{Q',3%)^{X} et {Y{Q',g%/Y{Q',g%y) ^k^i sont des 
P-algèbres isomorphes. 

Soient X, Y des indéterminées. Considérons l'application 

r: (B(Q',0')e),, W - (B(Q',fl')e),m 

définie, pour p e N, u € B{Q',Q')e, et c S B„, par 

t[{u (g) c)XP] = (u (g) c)(F - bf. 

Il est clair que r est un isomorphisme d'algèbres associatives. D'autre part : 

t{{X, u c}) = t{ô'{u) c) + t{u ô'{c)} = ô{u) c. 

De même, dans (B{Q',g')e)g{Y}, on a : 

{y - 6, u c} = {F - 6, «} c + u {y - 6, c} = S{u) c. 

Par suite, r est un isomorphisme de P-algèbres. 
Il résulte de tout ceci que les P-algèbres 

{B{Q\q%)^{X} , {B{Q',Q%)^,{X}, 

{YiQ',g%)^,{X}®tBr, , (F(Ç',fl')e)J^}«)k-B„ 

sont isomorphes. 

On en déduit que les P-algèbres 

{B{Q',Q%)^{X} et {Y{Q',Q%/Y{Q',Q%y)) 0kB„+i 

sont isomorphes. 

Il est clair que B{Q, g)^ est un quotient non nul de (B{Q' ,2')^) ^{X}. Compte 
tenu de 3.4, B{Q,Q)e est de la forme Z Bn+i, où Z est un quotient non nul 
de Y{Q' , g')e/Y{Q' , g')ey. On en déduit que Z est contenu dans le centre de 
B{Q,2)e et est de type fini. Les relations de 3.1 montrent alors que Z est le 
centre de B(Q,fl)e. □ 

8.3 Corollaire. Soient g une algèbre de Lie nilpotente, Q un idéal premier 
g-stable de S(g), E l'ensemble des éléments centraux non nuls de la P-algèbre 
B{Q) = S{q)/Q, et D{Q) le centre de Fiact B{Q). Il existe un entier n e N tel 
les P-algèbres B{Q)e et D{Q) 0^ B„ = Bn{D{Q)) soient isomorphes. 

Preuve. Avec les notations de 8.2, on a D{Q) = Y{Q)e = {Y{Q)e)^. D'où 
le résultat. □ 

8.4 Soient g une algèbre de Lie et F son groupe algébrique adjoint. Le groupe 
F opère naturellement dans g. On le fait opérer dans g* en convenant que 

pour a; e £1, / e 0*, et 7 e F. 
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Corollaire. Soient g une algèbre de Lie nilpotente, T son groupe adjoint, et 
Q un idéal premier Q- stable de 8(0). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Y{Q) = k. 

(ii) Il existe n G N tel que B{Q) = Bn- 

(iii) Q est un idéal Q-stable maximal. 

(iv) Q est l'idéal de 8(0) associé à une T-orbite dans g* . 

Preuve. L'algèbre de Lie q étant nilpotente, elle opère de manière locale- 
ment nilpotente dans B{Q). On a donc SY{Q) = Y{Q). D'où l'implication (i) 
=> (ii) d'après 8.2. On obtient aussi (ii) (i) d'après le lemme 3.4. 

D'après le hypothèses, on a 7(11) e Q pour tout w e Q. Le groupe F opère 
naturellement dans B{Q), et le centre de B{Q) est l'ensemble des points fixes 
de r dans B{Q). 

Compte tenu de ces remarques et de [2], propositions 4.8.5 et 7.3.2, (ii), on 
obtient les équivalences (i) (iii) (iv). □ 



9 Un second cas particulier 

9.1 Dans ce paragraphe, g est une algèbre de Lie résoluble dont le plus grand 

idéal nilpotent n est commutatif. On désigne par Q un idéal premier g-stable 
de 8(0) tel que Qn0 = {0}. On identifiera souvent un élément de à son image 
dans B{Q) = S{q)IQ. 

On note Ai, . . . , As les cléments deux à deux distincts de ^(0)\{O} (voir 6.1 
et 6.2). On a donc n C ker Ai n • • -ker A„. Réciproquement, si a; G ker Aj pour 

I ^ t < s, il résulte de [10], 19.5.7 que x e n. 

D'après 6.3, si 1 ^ z ^ s, il existe G tel que [x, e^] = \i{x)ei pour tout 
X & Q. Comme Q(^Q = {0} et que Q est premier, on déduit de 6.1 que 

A(Q) =NAi + ---+NAs. 

Posons e = Cf ■ ■ Cs- L'idéal Q étant premier et vérifiant Q n = {0}, on a 
e" ^ Q pour tout n G N. On peut donc considérer le 0-module (ou la P-algèbre) 
B(Q)e et, l'action de dans B{Q)e étant localement finie, il résulte de 6.1 que 
l'ensemble des poids des semi-invariants de B{Q)e est 

G = ZAi-F----FZAs. 

Le corps k étant de caractéristique nulle, G est sans torsion, donc est un 
groupe libre de rang fini Fixons iii,. . . ,m G 0* tels que 

G = TLpLx H -h Z/x^, 

et soient «i, . . . , G B{Q)e des semi-invariants non nuls, de poids respectifs 
Hi, . . . , m, et qui sont des monômes en ei, ej~^, . . . , e^, ej^. 

Si ni, . . . , n£ G Z, a"^ • • • a"* est semi-invariant de poids ni/xi + • • • + uem. 

II en résulte que, si # = {ai,aï^, . . . ,ai,aj^}, des monômes distincts en 
des éléments de S" ont des poids distincts. Par suite, le groupe multiplicatif F 
engendré par les cléments de (a est isomorphe à G. De même, la famille des 
monômes distincts en les éléments de <f est libre sur k (voir 5.2). On en déduit 
que la sous-algèbre de B{Q)e engendrée par ei, . . . , e„, s'identifie à l'algèbre 
k[F] du groupe F. 
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Reprenons les notations L{Q) et D{Q) de 5.3, et soit E l'ensemble des semi- 
invariants non nuls de B{Q). Si f E E a pour poids ni/Ui + • • • + nefii, avec 
m, . . . , e Z, alors fa^"'^ ■ ■ ■ aj'^" e L{Q) est central dans L{Q). C'est aussi 
un élément de B{Q)e- On voit donc que la sous-algèbre de B{Q)e engendrée 
par Cl, . . . ,en,e~^ est engendrée par E et le centre C de B{Q),,. On a alors 
B{Q)e = {B{Q)e)^. Compte tenu de 5.4, le centre de B{Q)e est D = D{Q). 
On peut donc considérer B{Q)e comme une P-algèbre sur le corps D. 

Lemme. La D -sous- algèbre de B{Q)e engendrée par T s'identifie à la D- 
algèbre D[T] du groupe T. 

Preuve. Soient . . ,6r € -D\{0} et 71, ... , 7^ des éléments distincts de 
r tels que 9i"/i + ■ ■ ■ + 0r7r = 0. Alors les di"fi sont des semi- invariants de 
B{Q)e de poids deux à deux distincts. D'après 5.2, on a O^'y^ = pour tout i. 
Contradiction. □ 



9.2 Dans la suite, la k-sous-algèbre (resp. D-sous-algèbre) de B{Q)e en- 
gendrée par r est encore notée k[r] (resp. i^p]). On fixe un supplémentaire a 
de n dans q. 

Lemme. (i) La dimension m de a est égale à celle du sous-espace de q* 
engendré par les éléments de G. 

(ii) Le D sous-espace de B{Q)e engendré par a a pour dimension m. 

Preuve, (i) Comme on l'a vu en 9.1 : 

n = Pl ker A. 

D'oii l'assertion. 

(ii) Soit ^ = {vi,. . . , Um) une base du sous-espace de g* engendré par G, et 
formée d'éléments de G. Pour 1 < i < m, soit ai e B{Q)e un semi-invariant de 
poids Vi. Notons (xi, . . . , Xm) la base duale de ^ dans 0. On a ainsi {xi, aj} = 
ôijOj pour 1 ^ i,j ^ m. 

Si 9i, ... ,9m & L> vérifient 61X1 -\ h OmXm = 0, on obtient 

Oi = {61X1 H h OmXm, ai} = 

pour 1 < î < m. On a obtenu (ii). □ 

9.3 Dans la suite, on note (resp. .g/) le IJ-sous-espace vectoriel de B{Q)e 
engendre par g (resp. a). 

9.4 Soit A un poids de n (pour la représentation adjointe de g dans n). 
D'après 5.2, il existe une base (f i,A) V2,\, ■ ■ ■ , Vrx,\) de telle que, pour a; S g 
et 1 < i < r^, on ait 

[x,Vi^x\ e X{x)vi^\-\-kvi-i^x H l-kwi.A- 

On a ainsi vi^\ £ E c D[T], et il vient 

{x,v^lvi^x} e kv^lvi-i^x H |-kî;^j,wi,A- 
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Notons A la Z?-sous-algèbre de B{Q)e engendrée par la réunion des en- 
sembles {v^ )^Vi^\ ; 1 ^ 2 ^ rx] lorsque A parcourt l'cnscnible des poids de n. Si 
a; G 0, £q{x) induit une P-dérivation localement nilpotente de A. D'autre part, 
A est une P-algèbre commutative puisque n est abélien. Enfin, D est l'ensemble 
des p € A qui vérifient sq{x){p) = pour tout x G g. La commutativité de n 
implique aussi que les restrictions des £q{x) à A commutent deux à deux. 

D'après 3.8, il existe un D-sous-espace vectoriel W de dimension finie de A 
vérifiant les conditions suivantes : 

(i) A est isomorphe à l'algèbre symétrique S{W) de W. 

(ii) Si w G VF et y G ^, on a {y, w} G D. 

(iii) Les seuls idéaux de S{W) stables par les dy, y G êf, sont {0} et S{W). 

9.5 Résumons une partie des résultats obtenus jusqu'ici. 

• La P-algèbre B{Q)e est engendrée par les P-sous-algèbres D\r] et S(W), 
ainsi que par le -D-sous-espace 

• Pour tout y G s^, dy\D\r] est une P-dérivation semi-simple de D\r]. De 

plus, si y, z G jz/, on a dyodz\D\r] = d^^ody\D\r]. 

• Soient Ai l'image de S(n) dans B{Q)e et A la P-sous-algèbre (sur le corps 
D) engendrée par (Ai)e. Alors A est engendrée par D\r] et S(W^). En outre, 
si y e £/, dy \ S{W) est une dérivation localement nilpotente de S(W). D'autre 
part, si y, z G =2/, on a {y, z} G A. 

9.6 Notons R la P-algcbre S{W) ®_d D[r] (voir 2.8) sur le corps D. On fait 
opérer J2f sur R en convenant que, si y G a G S{W) et 5 G .D [F], on a : 

y.{a®g) = {y, a} ^ g + a® {y, g}. 

Lemme. Les seuls P-idéaux de R qui sont stables sous l'action de sont 
{0} et R. 

Preuve. On remarque que l'opération de ^ sur R est localement finie. 

Soit g G F. Il existe une forme D-lincairc fi sur telle que {y, g} = IJ-{y)g 
pour tout y G En outre, à des éléments distincts de F correspondent des 
formes linéaires distinctes (voir 9.1). 

Avec ces notations, l'espace R^^ est égal à S(W) ® g car, ^ opère de manière 
localement nilpotente sur S(H^). 

Soit / un P-idéal de R stable pour l'action de D'après ce qui précède, on 

a : 

/= j:in{s{W)®g). 

Supposons / non nul. Il existe .g G F tel que / H ( S{W) CE) g) ^ {0} et, / étant 
un idéal de R, il vient I r\S{W) / {0}. Le seul P-idcal non nul de S{W) stable 
sous l'action de ^ est S(W) d'après 3.8. On a donc obtenu le résultat. □ 

9.7 Lemme. La P-sous-algèbre (sur le corps D) de B{Q)e engendrée par 
S{W) et D[T] est isomorphe à S{W) ®d D[T]. 
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Preuve. Notons A cette P-algèbre. Elle est commutative, et l'application 

S{W) D[T] ^A, a®g^ag 

est un liomomorphismc surjcctif de P-algcbrcs. Le noyau de cet homomor- 
phisme est un P-idéal stable sous l'action de s/ . Le lemme est donc une 
conséquence de 9.6. □ 

9.8 Soit V le ZJ-espace vectoriel W©^/ de B{Q)e. D'après 9.4, si Vi,V2 € V, 
on a {wi,W2} G D, et l'application 

est une forme bilinéaire alternée sur V . D'après 9.6, le seul élément î; de 
vérifiant {v,^} = {0} est l'élément nul. Par suite, le noyau de ui vérifie 
C ^. 

Pour î; e y et 5 G r, on a 

{g,v} = Xg{v)g, 
où. Xg est une forme linéaire sur V* . On a 

W= C\ kerAg 

et, si gi,g2 sont des éléments distincts de F, alors Xg^ ^ Xg^. On en déduit que 
G = {Xg ; g G r} est un sous-groupe de V* isomorphe à T. 

On a vu que V'^ = W et, comme C il vient V'^ nV^ ^ {0}. Ainsi, 
la P-algèbre ^d{V,u),G) construite comme en 7.1 est simple d'après 7.5. 

Comme B{Q)e est engendrée par V et par -D[r], et que ^Z5(V, G) est 
simple, il résulte de la proposition 7.3 que les P-algèbres (sur le corps D) 
B{Q)e et ^n{V,u),G) sont isomorphes. 

10 Structure des quotients premiers 

10.1 Dans tout ce paragraphe, g est une algèbre de Lie résoluble. 

Soit Q un idéal premier g-stable de S{q). On va s'intéresser à l'algèbre de 
Poisson S{q)/Q; on peut donc supposer que g D Q = {0}, et on note tt la 
surjection canonique de S{q) dans B{Q,q) = S{g)/Q. 

Notons n le plus grand idéal nilpotent de g, et soit a un supplémentaire de n 
dans g. Si iî = S(n) n Q, alors 7r(( S(n)) s'identifie à B{R,n). 

Supposons B{R,n) ^ Y{R,n). D'après 8.2, il existe e e B{R,n) et n G N* 
vérifiant les conditions suivantes : 

(i) e est vecteur propre pour l'action de g dans B{R,n). 

(ii) L'algèbre Y{R, n)e est de type fini. 

(iii) Les P-algèbres B{R,n)e et Y{R,n)e ®kBn sont isomorphes. 

La P-algèbre B{Q,Q)f. est ainsi engendrée par Y{R,n)e (8>k -B„ et 7r(o). 

10.2 D'après 3.4, (iv), il existe une application linéaire p: a B{R,n)e 
telle que, pour tout x e a, tt{x) — p{x) commute à i?„ C B{R,n)e- Notons ^ 
le sous-espace de B{Q,Q)e engendré par les tt{x) — p{x) pour x G a. Comme 
[g, g] C n, on a {s^,s^} C B{R,n)e, donc {s^,s^} C Y{Q,n)e puisque {s^,s^} 
commute à B„. 
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Soit C la P-sous- algèbre do B{Q,Q)e engendrée par Y{R,n)e et £/. Alors 
B{Q,Q)e est engendré par Bn et C. D'après 3.5, (i), les P-algèbres B{Q,g)e et 
C (g)k Bn sont isomorphes. 

L'algèbre de Lie g étant résoluble, Y{B., n)e est une réunion croissante de g- 
modules de dimension finie (pour la représentation induite par la représentation 
adjointe de g). D'autre part, si x € a et u G Y{R, n)e, on a : 

{tt{x) - p{x), u} = {n{x),u}. 

Comme on a déjà vu que ^} C Y{R, n)e et que Y{R, n)e est une algèbre de 
type fini, on voit qu'il existe Tin sous-espace V de dimension dinie de Y{R, n)e 
vérifiant les conditions suivantes : 

(i) C V. 

(ii) V engendre l'algèbre Y{R,n)e- 

Posons i) = s^ + V.ïl est immédiat que l'on définit une structure d'algèbre de 
Lie résoluble sur i) en posant [u, v] = {u, v} pour u,v Enfin, il est clair que 
la P-algèbre C précédente est le quotient de S(i)) par un idéal premier ()-stable 
T de S(f)). Les P-algèbres B{Q,Q)e et B{T, t)) 0^ Bn sont alors isomorphes et, 
comme en 10.1, on peut supposer que ^ fl T = {0}. 

10.3 Compte-tenu des alinéas précédents, on voit que l'on se ramène au 
cas suivant. Il existe un semi-invariant non nul e de B{Q,q), une algèbre de 
Lie résoluble i), un idéal premier ^-stable de S(^) et un entier positif ou nul n 
vérifiant les conditions suivantes : 

(i) Les P-algèbres B{Q, g)^ et B{T, [)) CïDk -B„ sont isomorphes. 

(ii) Le plus grand idéal nilpotent de f) est commutatif. 

10.4 Théorème. On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient 
Q une algèbre de Lie résoluble et Q un idéal pemier Q-stable de S(g). On note 
B{Q) kl V -algèbre S{q)/Q, E l'ensemble des semi-invariants non nuls de B{Q), 
et D le corps des invariants de Fract B{Q). Sur le corps D, la P-algèbre B{Q)e 
est isomorphe à une P-algèbre simple £^]j(V,uj,G) définie comme en 7.2. 

Preuve. C'est une conséquence de 9.8, 10.3, et 3.4, (iii). □ 

10.5 On désigne par SD{Q,g) ou SD{Q) le corps des fractions de Y{Q). 
On note y{Q) la variété des zéros de Q dans Q* et, si H est un sous-groupe 
algébrique du groupe des automorphismes de g, mniQ) est la dimension maxi- 
male des _ff-orbites dans 'f{Q). 

Avec les hypothèses et notations de 10.4, on peut interpréter certains entiers 
liés à la P-algèbre ^£)(V, (voir 7.8) en fonction de Q. Les résultats qui 
suivent sont prouvés dans le paragraphe 3 de la partie III de [9] . 

Proposition. Soient q,Q et .i^D{V. uJ,G) comme en 10.4, F le groupe algé- 
brique adjoint de q, et Pq l'intersection des noyaux des caractères rationnels de 
r. Alors : 

(i) degtrkD(Q) =dimkr(Q) -mr(Q). 

(ii) deg trk SD{Q) = dim^ r (Q) - mr, (Q) . 

(iii) rg(G) = degtrt S DiQ) - degtrkD(Q). 

(iv) dimr,(Q) V = dim„ ^(Q) - degtr^ SD{Q). 
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11 Cas algébrique 

11.1 On désigne toujours par Q un idéal premier g-stable de S{g), et on 

conserve les notations du paragraphe 5. 

Si ^{g) = {vi, . . . , t'm}, il résulte de 5.4, (ii) et 6.2 que 

A'(g) CZl^i + '-'+ZUrn. 

Le corps k étant de caractéristique nulle, A'{Q) est un Z-module libre; soit 
(/xi, . . . , ne) une base de ce module libre. 
A nouveau d'après 5.4, (ii), pour 1 < i ^ ^, on peut écrire 

s 

011 Al, . . . , As G A((5), et où les sont des entiers. 

Pour 1 ^ j ^ s, soit Cj G E{Q,q) un élément non nul de poids Xj. Posons 
e = ei ■ • • Cg. L'idéal Q étant premier, on a e" ^ Q pour tout n e N, et on peut 
former la P-algèbre B{Q,Q)f.. 

On note Y{Be) le centre de la P-algèbre B{Q,Q)f, et, avec les notations de 
5.2, on pose : 

SY{B,)= E {B{{Q,Q)e)y 

Si 1 ^ i ^ f , on fixe un monôme ai en les Cj, ej^ , de poids fii, et on note A 
le sous-groupe multiplicatif de B{Q, g)e engendré par ai, . . . , a^. 

Lemme. (i) Soient u = a™^ • • • a™*^ etv = a" ^ • • • a™*", où Toi, ni, ... , to^, 
soni rfes entiers. Si u et v ont même poids, alors rui = ru pour 1 ^ i ^ i. 

(ii) Si a G A a pour poids A G g*, l'ensemble des éléments semi-invariants 
de poids A de B{Q,g)e est égal à aY{Be). 

(iii) Les éléments ai, . . . , sont algébriquement indépendants sur Y{Bf,). 

(iv) OnaSY{Be)=Y{Be){ai,a^\...,ae,aJ^}. 

Preuve, (i) C'est immédiat puisque (/^i, . . . ,/i^) est une base du Z-module 
libre A'(Q). 

(ii) Si 6 G B{Q, s)^ a même poids que a, alors a~^b G Y{Be). D'oii l'assertion. 

(iii) Si il, . . . , G N et a G Y{Be), alors aa^^ ■ ■ - (^l est un semi-invariant de 
poids i\\x\ H h î£/i£. Par suite, si 

P = E a,,,...,,,^!^ • • • G k[Xi, . . . , X,] 

vérifie P(ai, . . . ,a^) = 0, il résulte de 5.2 et du fait que (/^i, . . . ,/x^) est une 
base de A'(Q), que P = 0. 

(iv) En tant qu'algèbres associatives. SY(Bf}} — y(Pe)[ai, Oj^^, . . . , a^, a^"^] 
d'après ce qui précède. Le résultat est donc conséquence de 5.10. □ 

11.2 Soit \) une algèbre de Lie. On dit que f) est algébrique si elle est 
isomorphe à l'algèbre de Lie d'une groupe algébrique. Pour ce qui concerne 
les algèbres de Lie algébriques, le lecteur pourra se reporter à [10]. Nous al- 
lons seulement rappeler ici quelques résultats sur les algèbres de Lie résolubles 
algébriques ; ils proviennent de [4] et [8] . 
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11.3 Proposition. Soit q une algèbre de Lie résoluble algébrique. 

(i) Toute image de g pa,r homomorphisme est algébrique. 

(ii) On a g = s ® n, où n est la plus grand idéal nilpotent de g, et où s est 
une sous-algèbre de Lie abélienne de g qui opère de manière semi-simple sur n. 

(iii) Soit ^(g) comme en 6.1. Le rang du 1-sous-module de g* engendré par 
^ [q) est égal à la dimension du k-sous-espace vectoriel de g* engendré par 

11.4 Avec les hypothèses de 11.3, soit H (resp. V) un Z-sous-module (resp. 
un k-sous-cspacc vectoriel) du Z-nioduk; (resp. do rcspacc vectoriel) engendré 
par ^(g). Si l'espace vectoriel engendré par H est V, alors le rang de H est 
égal à la dimension de V. 

11.5 On suppose dorénavant que g est une algèbre de Lie résoluble algébri- 
que, et on écrit g = s ® n comme en 11.3. On conserve les notations de 11.1 et 
du paragraphe 5, et on note g pour gç. 

Pour étudier les localisés de la P-algèbre B{Q,q) on peut supposer, d'après 
11.3, (i) que Q n g = {0}, ce que nous ferons désormais. On désigne par 
{/il, . . . une base du Z-modulc A'(Q) ; d'après 11.3, c'est aussi une base 
du k-espace vectoriel engendré par h.'{Q). On a : 

^ l 

g = n ker/ij. 

i=l 

Ecrivons g = 5 ® n (notations de 11.3, (ii)). On a n C g. On désigne par t 

une sous-algèbre de Lie abélienne de s qui vérifie g = t ® g, et qui opère de 
manière semi-simple sur g. Pour tout poids A d'un semi-invariant de B{Q,g), 
on a g C ker A. On en déduit facilement que {/Ui|t, . . . ,/i^|t} est une base de t*. 

11.6 Lemme. On a SY{Q,g) = Y{Q,g) = SY{Q,g). 

Preuve. On a vu en 5.13 que SY{Q,q) C Y{Q,g) = SY{Q,g). D'après les 
hypothèses, t opère de manière semi-simple sur Y{Q,q). Comme {g, Y{Q,g)} = 
{0}, on voit que tout élément de Y{Q,g) est somme de vecteurs propres pour 
l'action de g. D'où Y{Q,g) c SY{Q,g). □ 

11.7 II résulte de 8.2 qu'il existe e G Y{Q,q)\{0} et p € N vérifiant les 
conditions suivantes : 

(i) L'algèbre Y{Q,g)e est de type fini et e est un semi-invariant de B{Q,g). 

(ii) Les P-algcbres B{Q,g)e et Y{Q,g)e (8>k Bp sont isomorphes, et on peut 
supposer que dos générateurs Xi,yi, . . . ,Xp,yp de Bp C B{Q,g)f. sont des vec- 
teurs propres pour l'action de t dans B{Q,g)e. 

Pour 1 ^ i < p, notons fi, 9i des formes linéaires sur t telles que 

{t,Xi} = Vi{t)xi , {t,y.i} = e,{t)yi 

pour tout t G t. Comme {xi,yi} = 1, on obtient facilement 9i = —Vi. Si t € t, 
posons alors 

t' = t^ i'i{t)xiyi H h yp{t)xpyp. 
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Un calcul immédiat montre que, pour s, f G t et 1 < i < p, on a : 
{s',t'} = {t',Xi} = {t',yi} = 0. 

La P-algèbre B{Q,g)e est engendrée par B(Q,g)e et les t G i, c'est-à-dire 

aussi par B(Q,'g)e et les t' , avec t G t. Compte tenu de ce qui précède et de 
5.13, (ii), si (zi, . . . ,ze) est une base de t, la P-algèbre B{Q,Q)e est isomorphe 
à la P-algèbre 

( • • • ((F(Q, 0)e),^ {^l}) • • ■)sMr} ®k Sp, 

011 ôi est la P-dérivation induite par Zi. 

D'après 11.1, il existe / G E{Q) tel que l'on ait 

SY{Bf) = Y{Bf) k[ai,a^\ ...,ae, aj^], 

où. ai est un semi-invariant de poids /Xj. Quitte à remplacer / par e/, on peut 
alors supposer que l'on a 

SY{Be) = Y{Be) Ok k[ai, a^S ...,ae, aj^]. 

On a déjà remarqué que (/ii|t, . . . , ne\t) est une base de t*. Notons . . . , be) 
la base duale dans t, et posons ti = a~^bi pour 1 ^ i ^ i. Comme aj est un 
semi-invariant de poids /i^, on obtient facilement, pour 1 ^ i, j ^ i, 

et on a {ai,aj} = puisque ai et aj sont semi-invariants (5.4, (ii) et 5.10). On 
a en particulier 

{U, • ■ • aJ"'} = m,a^' ■ ■ • a^\-^a™--ia™\+^ • • • a^^ 

pour mi , . . . , rrif e N. 

Comme SY{Be) = {SY{Q))^ et que Y{Be) = (i^(Q))e> ce qui précède 
prouve que les P-algèbres (•• • {{Y{Q,Q)e)^^{Xi}) ■■■)^^{Xi} et Y{Be) Ok 
sont isomorphes (011 a la même signification qu'en 3.10). 

On a donc obtenu le résultat suivant : 

Théorème. On suppose que g est algébrique et que Q est un idéal premier 
Q-stable de 8(0). Il existe un semi-invariant non nul e de B{Q,g) et des en- 
tiers p et i tels que les P-algèbres B{Q,g)e et Y(^B{Q,g)e) <Sik Bp (8)k B'^ soient 
isomorphes. 

11.8 Corollaire. Avec les hypothèses précédentes, il existe un entier n tels 
que, sur le corps D{Q,g), les P-algèbres Fj:actB{Q,g) et PractB„(D((5,g)) 

soient isomorphes. 

Remarque. Le résultat de 11.8 est l'analogue, pour les P-algèbres, de l'as- 
sertion (i) de [4], coroUary 6.4. 
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